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Kandidatka naj podrobneje razi²£e uporabo kompleksnih ²tevil pri re²evanju klasi-
£nih geometrijskih problemov. Natan£neje, s pomo£jo kompleksnih ²tevil naj inter-
pretira pojme kot so: kolinearnost in kocikli£nost to£k, vzporednost in pravokotnost
premic, enakostrani£nost trikotnikov, idr. Vpeljane relacije naj uporabi za dokaz
katerega od znanih geometrijskih izrekov. Delo naj zaklju£i z dokazom kompleksne
verzije Descartesovega izreka, ki prav tako temelji na uporabi kompleksnih ²tevil.
Osnovna literatura
Pri ²tudiju naj se kandidatka opre na naslednji deli:
[5] L.-s. Hahn, Complex Numbers and Geometry, The Mathematical Association
of America, 1994
[9] S. Northshield, Complex descartes circle theorem, The American Mathematical




Kompleksna ²tevila v geometriji
Povzetek
V magistrski nalogi s pomo£jo kompleksnih ²tevil obravnavam nekatere geometri-
jske izreke. V prvem delu naloge predstavim kompleksno interpretacijo osnovnih
geometrijskih pojmov, ki jih nato uporabim pri dokazovanju nekaterih klasi£nih ge-
ometrijskih izrekov, kot so Cliordovi izreki, izrek o obstoju kroºnice devetih to£k,
izrek o Simsonovi premici in Simsonov izrek za ²tirikotnike, Cantorjevi izreki, Feuer-
bachov izrek, Morleyev izrek. Nalogo zaklju£im z novej²im rezultatom, ki je bil
dokazan ²ele leta 2001  kompleksnim Descartesovim izrekom.
Complex Numbers in Geometry
Abstract
In my masters thesis I consider some geometric theorems with the help of complex
numbers. The thesis consists of complex interpretation of some of the basic geomet-
ric terms, with the help of which I consider a set of geometric theorems, such as the
Cliord theorems, the nine point circle theroem, the Simsons line theorem and its
generalization for quadrilaterals, the Cantor theorems, the Feuerbach theorem, the
Morley theorem. Finally, I consider a result that has been proven in the year 2001
 the complex Descartes theorem.
Math. Subj. Class. (2010): 97F50, 97G40
Klju£ne besede: kompleksna ²tevila, geometrija, kompleksni Descartesov izrek




Dijaki splo²nih in strokovnih gimnazij kompleksna ²tevila praviloma spoznajo v
drugem letu svojega srednje²olskega izobraºevanja. V prvi vrsti jih potrebujejo za
razcepljanje kvadratnih ena£b, deloma pa spoznajo tudi njihovo geometrijsko nar-
avo. Konkretno, nau£ijo se predstaviti kompleksno ²tevilo v kompleksni ravnini,
gra£no se²tevajo in od²tevajo kompleksna ²tevila ter poi²£ejo povezavo med anal-
iti£nim in geometrijskim pomenom konjugiranega ²tevila in absolutne vrednosti.
Kasneje, po obravnavi kotnih funkcij, tem znanjem navadno dodajo ²e polarni zapis
kompleksnega ²tevila, ki ob poznavanju adicijskih izrekov porodi tudi geometrijsko
interpretacijo produkta kompleksnih ²tevil (povzeto po [10]). V abstraktnem smislu
dijaki torej spoznajo notranji produkt dveh vektorjev v ravnini R2, vendar pa le ta
ostane v okvirjih kompleksne ravnine in ni nikoli zares uporabljen za re²evanje prob-
lemov in nalog. V svoji magistrski nalogi bom predstavila ²iroko paleto geometrijskih
izrekov in nalog, ki jih je mogo£e dokazati oziroma re²iti s pomo£jo kompleksnih
²tevil. Izbrane vsebine se mi zdijo lepa nadgradnja srednje²olske matematike, in
tako primerna tema dodatnih u£nih vsebin za nadarjene dijake.
Zasnova magistrskega dela je slede£a. V poglavju 2 bom predstavila osnovne
denicije ter kompleksno interpretacijo nekaterih osnovnih geometrijskih pojmov.
V poglavju 3 bom s pomo£jo kompleksnih ²tevil obravnavala nekatere znane izreke
v elementarni geometriji. V zadnjem poglavju bom obravnavala ²e novej²i rezultat -
kompleksni Descartesov problem. Preden za£nemo s predstavitvijo, si za motivacijo
oglejmo naslednji primer, povzet po [11, str. 62].
Primer 1.1. Vzemimo poljuben ²tirikotnik ABCD. Nad njegove stranice nari²imo
kvadrate. Poveºimo sredi²£a paroma nasprotnih kvadratov z daljicama, kot vidimo
na sliki 1. Pokazati ºelimo, da se nosilki teh dveh daljic sekata pod pravim kotom
ter da gre za daljici enake dolºine. Dokaºimo to dejstvo na dva na£ina.
Slika 1: Primer 1.1
1
1. Dokaz z uporabo klasi£nih geometrijskih prijemov
Ozna£imo z M,M1 in M2 razpolovi²£a daljic, kot na sliki 2. tirikotnik
MM1BM2 je paralelogram, kar pomeni, da velja:
|MM1| = |BM2|, |M1B| = |M2M |
ter, da sta kota ∠AM1M in ∠MM2C skladna. Hkrati pa velja:
|BM2| = |M2Q| in |M1B| = |M1P |.
Trikotnika △PM1M ter △MM2Q imata torej skladni dve stranici in kot med
njima, kar pomeni, da sta skladna. Sledi, da je |MQ| = |MP |. Ozna£imo
notranje kote teh dveh trikotnikov z α, β, γ + π
2
. Veljati mora zveza:




iz £esar sledi, da je kot δ = ∠PMQ = α + β + γ enak π
2
, torej je med tema
dvema daljicama pravi kot.
Podoben sklep dobimo, £e s to£ko M poveºemo drugi dve sredi²£i. Dobimo
dva skladna trikotnika △PMR ter △QMS iz koder sledi, da |PR| = |QS|.
Torej sta daljici enako dolgi. Ozna£imo z V prese£i²£e daljic QS ter RM , z
Slika 2: Re²itev z uporabo geometrije
O pa prese£i²£e daljic QS ter PR (slika 2). Vidimo, da se trikotnika △SMV
in △ROV ujemata v dveh kotih, kar pomeni, da sta podobna. Sledi, da se
ujemata tudi v tretjem kotu oziroma, da je kot ∠V OR = π
2
, torej se daljici
QS ter PR sekata pod pravim kotom.
2. Dokaz z uporabo kompleksnih ²tevil
Ogli²£a osnovnega ²tirikotnika predstavimo s kompleksnimi ²tevili a, b, c, d.
Ozna£imo sredi²£a kvadratov nad stranicami s P,Q,R, S, predstavljena s kom-
pleksnimi ²tevili p, q, r, s. Iz to£ke A lahko do to£ke P pridemo tako, da se
2
premaknemo do razpolovi²£a daljice AB in nato iz tega razpolovi²£a v pra-
vokotni smeri za razdaljo b−a
2
. Pri tem upo²tevamo, da vektor
−−→
M1P iz vektorja−−→































Rotacijo za kot π
2
v mnoºici kompleksnih ²tevil predstavlja mnoºenje z imagi-
narno enoto i. elimo torej, da velja i(r − p) = s− q:
i(r − p) = i
2
(c+ d− a− b) + 1
2
(d− c− b+ a) = (s− q).
Daljici sta res pravokotni in enako dolgi, kar smo zlahka dokazali samo z
uporabo osnovnih zna£ilnosti kompleksnih ²tevil.
Zgornji primer lepo ponazarja osrednji motiv magistrske naloge. In sicer, da lahko
kompleksna ²tevila uporabimo pri re²evanju geometrijskih nalog. V mnogih primerih
se izkaºe tudi, da je ta na£in re²evanja bolj ekonomi£en in pregleden od klasi£nega.
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2 Kompleksna interpretacija geometrijskih pojmov
V tem poglavju bomo ponovili osnovne denicije povezane s kompleksnimi ²tevili ter
jim dodali ²e kompleksno interpretacijo nekaterih geometrijskih pojmov. Denicije
prvih treh razdelkov so povzete po [5, str. 1-42], razen v razdelku 2.3, kjer so ena£be
premic povzete po [12], [1] in [5, str. 76].
2.1 Se²tevanje, konjugiranje in absolutna vrednost
Mnoºico kompleksnih ²tevil C tvorijo ²tevila oblike z = a + ib, kjer sta a, b ∈ R
in i imaginarna enota z lastnostjo i2 = −1. tevilo a = Re(z) imenujemo realni
del, ²tevilo b = Im(z) pa imaginarni del kompleksnega ²tevila z. Se²tevanje ²tevil
z = a+ ib in w = c+ id je na tej mnoºici podano z
z + w = (a+ ib) + (c+ id) = (a+ b) + i(b+ d).
Kadar ºelimo kompleksna ²tevila ponazoriti tudi gra£no, to storimo z urejenim
parom realnih ²tevil (a, b), ki predstavlja to£ko v ravnini R2. Se²tevanje je v tem
primeru ekvivalentno se²tevanju dveh vektorjev v ravnini.
Slika 3: Se²tevanje kompleksnih ²tevil z + w
Konjugiranje je operacija, ki kompleksnemu ²tevilu z = (a, b) = a + ib priredi
²tevilo z = (a,−b) = a− ib. V geometrijskem smislu gre za zrcaljenje preko abscise.
Slika 4: Konjugirana vrednost kompleksnih ²tevil
4
Za poljubni kompleksni ²tevili z in w veljajo naslednje lastnosti:
z = z, z ± w = z ± w in zw = z · w.









Nazadnje vpeljimo ²e absolutno vrednost kompleksnega ²tevila z. Ta je enaka odd-
aljenosti ²tevila od izhodi²£a ravnine:
|z| =
√
a2 + b2 =
√
zz.
Za to£ke na enotski kroºnici velja |z| = 1 oziroma z = 1
z
. Absolutna vrednost razlike
dveh kompleksnih ²tevil |z − w| je enaka evklidski razdalji med to£kama z in w v
kompleksni ravnini. Mnoºica kompleksnih ²tevil C, skupaj s predpisom
d : C× C → R,
d : (z, w) ↦→ |z − w|,
je metri£ni prostor. Za poljubni kompleksni ²tevili z in w torej velja trikotni²ka
neenakost:
|z + w| ≤ |z|+ |w|.
2.2 Polarni zapis, mnoºenje in potenciranje
Mnoºenje dveh kompleksnih ²tevil z = a+ ib in w = c+ id je podano z
z · w = (a+ ib) · (c+ id) = (ac− bd) + i(bc+ ad).
Da bomo bolje razumeli geometrijsko naravo te operacije, uvedimo polarni zapis
kompleksnega ²tevila. Naj bo z = a + ib poljubno kompleksno ²tevilo. Ozna£imo s
φ kot med pozitivnim delom realne osi in poltrakom iz izhodi²£a ravnine skozi to£ko
z. Potem lahko njegovo realno in imaginarno komponento izrazimo z a = |z| cosφ
in b = |z| cosφ. Kompleksno ²tevilo lahko torej podamo kot
z = |z|(cosφ+ i sinφ).
Kotu φ re£emo argument kompleksnega ²tevila z. Ta praviloma leºi na intervalu
[0, 2π), ker pa sta funkciji sinus in kosinus periodi£ni, lahko v formulo namesto φ
vstavimo katerikoli kot oblike φ+ 2kπ, k ∈ Z.
Oglejmo si sedaj mnoºenje kompleksnih ²tevil. Naj bosta
z = |z|(cosφ+ i sinφ),
w = |w|(cosψ + i sinψ).
e ju pomnoºimo, dobimo:
z · w = |z|(cosφ+ i sinφ) · |w|(cosψ + i sinψ)
= |z||w|(cosφ cosψ − sinφ sinψ + i(cosφ sinψ + sinφ cosψ)).
5
Slika 5: Polarni zapis kompleksnega ²tevila
Z uporabo adicijskih izrekov ta izraz poenostavimo v
z · w = |z||w|(cos(φ+ ψ) + i sin(φ+ ψ)).
V geometrijskem smislu torej mnoºenje danega kompleksnega ²tevila w s ²tevilom
z = |z|(cosφ + i sinφ) povzro£i razteg za faktor |z| in zasuk okrog izhodi²£a za kot
φ, kar je razvidno iz slike 6.
Slika 6: Mnoºenje dveh kompleksnih ²tevil
Dobljeni rezultat lahko posplo²imo na poljubna kompleksna ²tevila z1, z2, . . . , zn:
|z1z2...zn| = |z1||z2| . . . |zn|,
arg(z1z2...zn) = arg(z1) + arg(z2) + · · ·+ arg(zn).
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= arg z − argw.
Polarni zapis kompleksnega ²tevila uporabljamo tudi pri potenciranju kompleksnih
²tevil ter pri ra£unanju n-tih korenov. Naj bo z = |z|(cosφ+i sinφ) in n ∈ Z. Velja:
zn = |z|n(cosnφ+ i sinnφ)
oziroma
|zn| = |z|n, arg(zn) = n arg(z).
Operacijo, ki je obratna potenciranju, predstavlja spodnji primer.
Primer 2.1. Izra£unajmo vse tretje korene enote. To je, poi²£imo vsa kompleksna
²tevila z, ki re²ijo ena£bo
z3 = 1.
Zapi²imo z = |z|(cosφ+ i sinφ). tevilo 1 lahko v polarni obliki zapi²emo kot
1 = cos 2kπ + i sin 2kπ, k ∈ Z.
Sledi, da mora veljati:
|z|3(cos 3φ+ i sin 3φ) = cos 2kπ + i sin 2kπ,
in od tod
|z|3 = 1, 3φ = 2kπ, k ∈ Z,
|z| = 1, φ = 2kπ
3
.







, k ∈ Z.


















Opazimo, da vse tri re²itve leºijo na enotski kroºnici s sredi²£em v izhodi²£u, kot
med dvema zaporednima re²itvama pa je 2π
3
. To pomeni, da to£ke, ki pripadajo
tem trem ²tevilom, tvorijo enakostrani£en trikotnik. Tovrstno rotacijo za kot 2π
3
bomo potrebovali tudi v nadaljevanju, zato bomo odslej za prvo izmed treh ²tevil
uporabljali oznako ω. Opazimo, da velja ω2 = ω2 = ω̄, zato je ω2 + ω + 1 = 0.
Izkazalo se bo, da podobna zveza karakterizira vse enakostrani£ne trikotnike.
7
Slika 7: Re²itve ena£be z3 = 1
2.3 Kolinearnost, vzporednost in pravokotnost
V tem razdelku bomo s pomo£jo kompleksnih ²tevil obravnavali medsebojno lego
to£k v ravnini. Ker bomo pri tem vseskozi prehajali med to£kami v ravnini in njim
ekvivalentnimi kompleksnimi ²tevili, se dogovorimo, da bomo to£ke ozna£evali z
velikimi tiskanimi £rkami, kompleksna ²tevila, ki jim ustrezajo, pa z malimi tiska-
nimi £rkami. Na primer, to£ki A bo ustrezalo kompleksno ²tevilo a. Tega na£ina
ozna£evanja se bomo drºali do konca magistrskega dela.




= arg(b− a)− arg(c− a) = usmerjeni kot ∠cab.
Od tod sklepamo, da so to£ke A,B,C kolinearne natanko tedaj, ko je arg b−a
c−a = 0
ali arg b−a
c−a = π. To pomeni, da so kolinearne natanko tedaj, ko je
b−a
c−a realno ²tevilo.
Velja torej, da to£ka B leºi na isti premici kot A in C natanko tedaj, ko velja
b−a = λ(c−a) za neko realno ²tevilo λ. tevilo c−a imenujemo nenormirani smerni
koecient premice, ²tevilo c−a|c−a| pa normirani smerni koecient premice. Smerni
koecient premice se pri vzporednem premiku premice ohranja. e v normiranem
smernem koecientu zamenjamo to£ki A in C, se koecient spremeni, kar pomeni,
da je odvisen od izbire to£k na premici. Mi pa ºelimo dobiti ²tevilo, ki bo opisovalo
smer premice in bo neodvisno od izbire to£k na premici. Konjugirajmo ena£bo















Zgornja zveza nakazuje, da je levi izraz neodvisen od izbire to£k na premici. Imenu-
jemo ga kompleksni nagib premice.
Poglejmo si sedaj pogoje za vzporednost in pravokotnost premic.
Izrek 2.2. Za premici AB in CD velja:
1. AB ∥ CD ⇔ b−a





2. AB ⊥ CD ⇔ b−a





Dokaz. Opazimo, da je b−a
d−c ∈ R natanko tedaj, ko je arg
b−a
d−c = 0 ali arg
b−a
d−c = π.
To ustreza vzporednosti daljic AB in CD. Po drugi strani je b−a
d−c strogo imaginarno




. To drºi natanko tedaj, ko je AB ⊥ CD.
Opomba 2.3. Izrek 2.2 nam pove, da sta premici vzporedni natanko tedaj, ko imata
enak kompleksni nagib premice, pravokotni pa, ko imata nasprotni kompleksni nagib
premice.
Poglejmo si ²e dve obliki ena£be premice v kompleksni ravnini, ki izhajata iz
vektorske analize. Premica, ki te£e skozi to£ko A in je vzporedna vektorju v (ki je
tudi kompleksno ²tevilo), je tipi£no podana z ena£bo f(t) = tv + a, kjer je t realno
²tevilo. Torej je premica, ki te£e skozi to£ki A in B, podana z ena£bo
f(t) = t(b− a) + a.
Nadalje, imejmo premico l, ki je podana z informacijama, da je nanjo pravokoten
enotski vektor α in, da je od izhodi²£a oddaljena za p (slika 8). Za poljubno to£ko
Slika 8: Premica l, podana z informacijama, da je nanjo pravokoten enotski vektor
α in oddaljenostjo od izhodi²£a p
Z iz l velja, da tudi ²tevilo z− pα leºi na premici l. Ker je α pravokoten na l, velja,














z + kz̄ = 2pα,
9
kjer je p ∈ R, k = α
ᾱ






= 2q, q ∈ R,
z − kz̄ = 2qiα, k = α
ᾱ
.
Konstanto na desni strani ena£be lahko prilagodimo tako, da premica te£e skozi
dolo£eno to£ko.
2.4 Trikotniki
V tem razdelku bomo s pomo£jo kompleksnih ²tevil obravnavali lastnosti trikotnikov,
ve£inoma povzetih po [5, str. 55-64] in [11, str. 65-70], le dokaz 2.4 je povzet po [2,
str. 4].









Dokaz. Zapi²imo a = x1 + iy1, b = x2 + iy2 in c = x3 + iy3. Izra£unajmo plo²£ino
trikotnika z ogli²£i (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3). Kot je razvidno iz slike 9, plo²£ino S
Slika 9: Plo²£ina trikotnika z danimi ogli²£i
izra£unamo tako, da kvadratu s stranicami x3 − x1 in y3 − y2 od²tejemo plo²£ine
10












(x3 − x2)(y3 − y2).





























⃓⃓x1 + iy1 iy1 1x2 + iy2 iy2 1
x3 + iy3 iy3 1
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ = − 14i
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓x1 + iy1 −2iy1 1x2 + iy2 −2iy2 1







⃓⃓x1 + iy1 −2iy1 1x2 + iy2 −2iy2 1




⃓⃓x1 + iy1 x1 − iy1 1x2 + iy2 x2 − iy2 1











Opomba 2.5. Iz izreka 2.4 sledi tudi, da so to£ke A,B,C kolinearne natanko tedaj,
ko je zgornja determinanta enaka 0. Od tod lahko izpeljemo ²e en izraz, ki podaja
ena£bo premice skozi to£ki A in B:⃓⃓⃓⃓




V posebnem, ko to£ki A in B leºita na enotski kroºnici, lahko z uporabo zvez
ā = 1
a
, b̄ = 1
b
izpeljemo naslednjo ena£bo premice:
z + abz̄ = a+ b.
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Nadaljujmo s kompleksno interpretacijo podobnosti trikotnikov. Vemo, da sta
trikotnika △A1B1C1, △A2B2C2 podobna, £e se ujemata v razmerju dveh stranic ter
kotu med njima:






in ∠c1a1b1 ∼= ∠c2a2b2.
















S tem smo dokazali naslednji izrek.
Izrek 2.6. Trikotnika △A1B1C1 in △A2B2C2 sta podobna (z enako orientacijo)







Opomba 2.7. e zgornjo ena£bo preuredimo, dobimo:
a1(b2 − c2)− a2(b1 − c1) + (b1c2 − b2c1) = 0,
kar je ekvivalentno izrazu: ⃓⃓⃓⃓




V primeru 2.1 iz prej²njega razdelka, smo re²ili ena£bo z3 = 1. Njene re²itve
so tvorile enakostrani£en trikotnik v£rtan enotski kroºnici. Za osnovno re²itev ω je
veljalo ω2 + ω + 1 = 0. To ²tevilo uporabimo tudi v naslednjem izreku.
Izrek 2.8. Trikotnik △ABC je enakostrani£en, natanko tedaj, ko velja:
a+ ωb+ ω2c = 0.
Dokaz. Vemo, da je trikotnik enakostrani£en natanko tedaj, ko vsako stranico lahko
dobimo kot rotacijo druge stranice za π
3
okoli skupnega ogli²£a. e pa jo rotiramo za
2π
3
v nasprotno smer, dobimo daljico, ki je ravno nasprotna drugi in je njuna vsota
enaka 0. Poglejmo si daljico AC, ki je predstavljena s kompleksnim ²tevilom a− c,
ter daljico BC, predstavljeno s kompleksnim ²tevilom b− c. e b− c pomnoºimo z
ω (rotiramo za 2π
3
), dobimo daljico, ki je nasprotna daljici AC. Velja torej:
a− c = −ω(b− c)
oziroma
a+ ωb− (1 + ω)c = 0.
Upo²tevamo, da velja ω2 = −(1 + ω) in dobimo:
a+ ωb+ ω2c = 0.
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Primer 2.9 (Teºi²£e trikotnika). Poi²£imo teºi²£e trikotnika △ABC.
Razpolovi²£eM daljice AB je dano z m = a+b
2
. Vemo, da teºi²£e T razdeli teºi²£nico




(c−m) +m = 1
3









Primer 2.10 (Vi²inska to£ka trikotnika). Naj bo△ABC trikotnik, ki leºi na enotski
kroºnici. Potem je vi²inska to£ka V dana z v = a+b+c. Za dokaz je dovolj pokazati,
da je premica skozi A in V pravokotna na nosilko daljice BC (simetri£no dobimo
tudi ostalo). Po izreku 2.2 vemo, da sta ti dve premici pravokotni natanko tedaj, ko
je z = v−a
c−b =
b+c





















Sledi, da je z strogo imaginarno, v = a+ b+ c pa vi²inska to£ka.
Primer 2.11 (Napoleonov trikotnik). Nad stranice poljubnega trikotnika △ABC
nari²emo enakostrani£ne trikotnike. Ko poveºemo teºi²£a dobljenih trikotnikov, do-
bimo enakostrani£en trikotnik, ki ga imenujemo Napoleonov trikotnik.
Slika 10: Napoleonov trikotnik
13
Dokaz. Ozna£imo teºi²£a s P,Q in R, s C ′, A′ in B′ pa tretje ogli²£e narisanih
enakostrani£nih trikotnikov, kot na sliki 10. Trikotniki △ABC ′, △CAB′ in △BCA′
so enakostrani£ni, zato zanje veljajo zveze:
a+ ωb+ ω2c′ = 0,
c+ ωa+ ω2b′ = 0,
b+ ωc+ ω2a′ = 0.
Teºi²£e P trikotnika △ABC ′ je dano s p = a+b+c′
3




, teºi²£e R trikotnika △BCA′ pa z r = b+c+a′
3
. elimo pokazati, da velja:
p+ ωq + ω2r = 0.
Razpi²imo:












((b+ ωc+ ω2a′) + ω(a+ ωb+ ω2c′) + ω2(c+ ωa+ ω2b′)) = 0.
Ker je ta zveza o£itno izpolnjena, je trikotnik △PQR res enakostrani£en.
2.5 Kocikli£nost in Ptolomaj-Eulerjev izrek
V ravnini velja, da ima poljuben trikotnik o£rtano kroºnico oziroma, da lahko
kroºnico napnemo skozi poljubne tri to£ke. Situacija se spremeni, kadar trojici
dodamo ²e eno to£ko. Takrat taka kroºnica obstaja le, kadar se dane to£ke nahajajo
v primerni legi. Konkretno, v tem primeru pravimo, da so to£ke kocikli£ne. Izkaºe
se, da so ²tiri to£ke kocikli£ne natanko tedaj, ko se v pripadajo£em ²tirikotniku oba
para nasprotnih kotov se²tejeta v kot z vrednostjo π. V tem primeru tak ²tirikotnik
imenujemo tetivni ²tirikotnik. Oglejmo si izrek, ki ga je delno obravnaval Ptole-
Slika 11: Tetivni ²tirikotnik
maj (rojen okoli leta 85 na²ega ²tetja), posplo²il pa Euler v 18. stoletju. Njegova
obravnava je povzeta po [5, str. 64-67].
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Izrek 2.12 (Ptolemaj-Euler). Za poljubne ²tiri to£ke A,B,C,D na ravnini velja:
|AB| · |CD|+ |BC| · |DA| ≥ |AC| · |BD|.
Ena£aj dobimo natanko tedaj, ko so to£ke kocikli£ne in si sledijo po abecednem redu
(v smeri urinega kazalca ali v nasprotni smeri).
Dokaz. Za katerakoli ²tiri kompleksna ²tevila a, b, c, d velja:
(a− b) · (c− d) + (b− c) · (a− d) = (a− c) · (b− d).
Z uporabo trikotni²ke neenakosti dobimo:
|a− b| · |c− d|+ |b− c| · |a− d|· ≥ |a− c| · |b− d|.
S tem je dokazan prvi del izreka.
Poglejmo si, kdaj v neenakosti dobimo ena£aj. V |z + w| ≤ |z| + |w| dobimo
ena£aj natanko tedaj, ko je z
w
pozitivno realno ²tevilo (v kolikor zw ̸= 0). V na²em
primeru torej velja, da je (a−b)(c−d)














≡ π mod 2π.
Od tod sledi, da to£ke A,B,C in D leºijo na isti kroºnici ter A in D leºita na
nasprotnih straneh premice skozi B in C.
Ena£aj v izreku 2.12 pomeni, da je v tetivnem ²tirikotniku zmnoºek diagonal
enak vsoti zmnoºkov nasprotnih stranic. Izraz






imenujemo dvorazmerje med ²tirimi to£kami A,B,C,D. Njegov pomen opi²e nasled-
nja posledica.
Posledica 2.13. To£ke A,B,C,D so kocikli£ne natanko tedaj, ko velja:
(a, b; c, d) ∈ R.
Primer 2.14 (Pitagora). e za tetivni ²tirikotnik izberemo pravokotnik, v Ptole-
mejevem izreku dobimo Pitagorov izrek. Res, v pravokotnem trikotniku ABC, kjer
je pravi kot v ogli²£u B, po izreku velja:
|AB|2 + |BC|2 = |CA|2.
Primer 2.15. Naj bo ABCDE pravilni petkotnik s stranico l in polmerom r, to£ka
P naj bo razpolovi²£e loka CD, d pa dolºina daljice, ki povezuje dve nesosedni
to£ki. Uporabimo izrek 2.12 na ²tirikotnikoma ACDE in ACPD. To£ke teh dveh
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Slika 12: Pravilni petkotnik iz primera 2.15
²tirikotnikov ustrezajo drugemu delu izreka. Upo²tevamo, da velja:
|AC| = |AD| = |CE| = d,
|CD| = |DE| = |EA| = l,
|AP | = 2r,
in dobimo ena£bi:
dl + l2 = d2,
2xd = 2rl,
kjer je x dolºina |CP | = |PD|, kot je razvidno na sliki 12. Poleg tega x pred-
stavlja tudi dolºino stranice pravilnega desetkotnika, vrisanega v krog z radijem r.




. Vstavimo v prvo ena£bo in dobimo:
ϕ2 = ϕ+ 1.
Dobili smo rezultat, da je razmerje med radijem r in stranico x pravilnega desetkot-








3 Dokazi nekaterih klasi£nih izrekov
V prej²njem poglavju smo s pomo£jo kompleksnih ²tevil obravnavali nekaj osnovnih
geometrijskih pojmov. Rezultati, ki smo jih izpeljali, nam bodo sedaj pomagali pri
dokazovanju nekaterih znanih izrekov elementarne geometrije, ki jih predstavljamo
v nadaljevanju.
3.1 Cliordovi izreki
V tem razdelku se bomo ²e bolj poglobili v obravnavo kocikli£nosti in pogledali
zanimive rezultate, ki jih je odkril W. K. Cliord v 19. stoletju. Ve£ina rezultatov
je povzeta po [5, str. 67-70], izrek 3.2 in njegov dokaz pa po [13, str. 34-42]. Da
bomo lahko izpeljali neskon£no zaporedje izrekov, potrebujemo naslednjo lemo.
Lema 3.1. Dane imamo ²tiri kroºnice S1, S2, S3 in S4. Kroºnici S1 in S2 se
sekata v to£kah Z1,W1, kroºnici S2 in S3 v to£kah Z2,W2, kroºnici S3 in S4 v to£kah
Z3,W3, ter kroºnici S4 in S1 v to£kah Z4,W4. Tedaj velja, da so to£ke Z1, Z2, Z3, Z4
kocikli£ne natanko tedaj, ko so kocikli£ne to£ke W1,W2,W3,W4.
Slika 13: To£ke Z1, Z2, Z3, Z4 so kocikli£ne natanko tedaj, ko so kocikli£ne to£ke
W1,W2,W3,W4
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Dokaz. Spomnimo se posledice 2.13 iz razdelka o kocikli£nosti to£k. Po predpostavki
so realna naslednja dvorazmerja:
(z1, w2; z2, w1) =
z1 − z2
w2 − z2
/︂ z1 − w1
w2 − w1
,
(z2, w3; z3, w2) =
z2 − z3
w3 − z3
/︂ z2 − w2
w3 − w2
,
(z3, w4; z4, w3) =
z3 − z4
w4 − z4
/︂ z3 − w3
w4 − w3
,
(z4, w1; z1, w4) =
z4 − z1
w1 − z1
/︂ z4 − w4
w1 − w4
.
Sledi, da je realno tudi ²tevilo
(z1, w2; z2, w1)
(z2, w3; z3, w2)
· (z3, w4; z4, w3)
(z4, w1; z1, w4)
=
(z1 − z2)(z3 − z4)
(z2 − z3)(z4 − z1)
· (w2 − w1)(w4 − w3)













=(z1, z3; z2, z4) · (w1, w3;w2, w4).
Torej je (z1, z3; z2, z4) realno natanko tedaj, ko je realno (w1, w3;w2, w4).
V nadaljevanju bomo kolinearnost obravnavali kot poseben primer kocikli£nosti,
kjer je premica obravnavana kot kroºnica z neskon£nim polmerom. Dodatno bomo
kompleksno ravnino kompakticirali s to£ko ∞. To je, dodali ji bomo to£ko, skozi
katero te£ejo vse premice.
Re£emo, da n premic leºi v splo²ni legi, £e so paroma nevzporedne in se tri pre-
mice nikoli ne sekajo v isti to£ki. Prese£i²£e dveh takih premic imenujemo Cliordova
to£ka. e imamo podane tri premice v splo²ni legi, so s tem podane tri Cliordove
to£ke, o£rtano kroºnico skozi te tri to£ke pa imenujemo Cliordova kroºnica treh
premic.
Oglejmo si primer ²tirih premic C1, C2, C3, C4 v splo²ni legi. Naj bo Zjk prese£i²£e
med premicama Cj in Ck, Slmn pa o£rtana kroºnica trikotnika △ZmnZnlZlm. Za
S234, C2, C1 in S134 velja:
S234, C2 se sekata v Z23, Z24,
C2, C1 se sekata v ∞, Z12,
C1, C134 se sekata v Z13, Z14,
S134, S234 se sekata v Z34, Z1234.
Po predpostavki so to£ke Z23,∞, Z13, Z34 kolinearne (vse leºijo na premici C3), po
lemi 3.1 pa so kocikli£ne tudi to£ke Z24, Z12, Z14, Z1234. Ker je o£rtana kroºnica
trikotnika △Z24Z12Z14 kroºnica S124, se v to£ki Z1234 sre£ajo kroºnice S234, S134
in S124. Po drugi strani lahko iz dejstva, da so kolinearne to£ke Z24,∞, Z14, Z34
(vse leºijo na premici C4) izpeljemo, da so kocikli£ne tudi to£ke Z23, Z12, Z13, Z1234.
O£rtana kroºnica △Z23Z12Z13 je kroºnica S123 iz £esar sledi, da tudi ta kroºnica te£e
18
Slika 14: Cliordova to£ka premic C1, C2, C3, C4
skozi to£ko Z1234. Na ta na£in ugotovimo, da se kroºnice S234, S134, S124, S123 sekajo
v to£ki Z1234, ki jo imenujemo Cliordova to£ka premic C1, C2, C3, C4.
Ker ºelimo zgornji postopek induktivno nadaljevati, vpeljimo naslednjo notacijo:
1. to£ka Zjk je prese£i²£e premic Cj in Ck,
2. kroºnica Slmn te£e skozi to£ke Zmn, Zln, Zlm,
3. to£ka Zklmn je prese£i²£e kroºnic Slmn, Skmn, Skln, Sklm,
4. kroºnici Slmn in Skmn se sekata v to£kah Zklmn in Zmn.
Oglejmo si, kaj dobimo na primeru petih in ²estih premic. Predpostavimo, da imamo
pet premic C1, C2, C3, C4, C5 v splo²ni legi. Ob obravnavi premic C1, C2, C3, C4
dobimo Cliordovo to£ko Z1234. Podobno dobimo tudi Cliordove to£ke Z2345, Z1345,
Z1235, Z1245. Trdimo, da je teh pet dobljenih to£k kocikli£nih. Da to dokaºemo, je
dovolj pokazati, da so kocikli£ne poljubne ²tiri od teh to£k. Vzemimo na primer
Z1345, Z1245, Z1235, Z1234. Te to£ke dobimo kot prese£i²£e kroºnic S135 in S134, S145
in S125, S125 in S123 ter S134 in S124. Druga prese£i²£a teh parov kroºnic pa so
to£ke Z13, Z15, Z12 in Z14, ki so kolinearne (vse leºijo na premici C1). Z uporabo
leme 3.1 dobimo ºeljeni rezultat. Kroºnico, ki smo jo dobili na ta na£in, imenujemo
Cliordova kroºnica premic C1, C2, C3, C4, C5 in jo ozna£imo s S12345.
V primeru, ko imamo ²est premic C1, C2, C3, C4, C5, C6 v splo²ni legi, z razli£nimi
kombinacijami petih premic dobimo ²est Cliordovih kroºnic. Trdimo, da se teh
²est kroºnic seka v skupni to£ki, Cliordovi to£ki ²estih premic. Za dokaz je dovolj
pokazati, da se poljubne tri Cliordove kroºnice sekajo v skupni to£ki. Dokaºimo
torej, da se v skupni to£ki sekajo kroºnice S23456, S13456, S12456. Poglejmo si kroºnice
S23456, S245, S145, S13456. Te se paroma po danem vrstnem redu sekajo v Z2345 in Z2456,
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Z1245 in Z45, Z1345 in Z1456 ter v Z3456 in Z123456, kjer je to£ka Z123456 drugo prese£i²£e
kroºnic S23456 in S13456 (prese£i²£e, ki ni Z3456). To£ke Z2345, Z45, Z1345, Z3456 vse
leºijo na kroºnici S345, torej so to£ke Z2456, Z1245, Z1456, Z123456 kocikli£ne. Vemo, da
to£ke Z2456, Z1245, Z1456 vse leºijo na kroºnici S12456, torej skozi to£ko Z123456, ki je
prese£i²£e kroºnic S23456 in S13456, te£e tudi S12456.
Kot napovedano, lahko te rezultate posplo²imo za n premic v splo²ni legi.
Izrek 3.2. Denimo, da je podanih n premic v splo²ni legi. e je ²tevilo n sodo,
je s temi premicami enoli£no podana Cliordova to£ka. To je prese£i²£na to£ka n
Cliordovih kroºnic vseh podsistemov z n − 1 premicami. e je ²tevilo n liho, je s
temi premicami podana Cliordova kroºnica, ki te£e skozi n Cliordovih to£k vseh
podsistemov z n− 1 premicami.
Dokaz. Ozna£imo n premic s C1, C2, ..., Cn. Denimo, da je izrek ºe dokazan za
m < n. Ozna£imo Cliordovo to£ko k premic (kjer k sod), dobljenih iz danih n
premic z odstranitvijo n − k premic Ci, Cj, ..., Cr, z Zij...r. Cliordovo kroºnico
l premic (kjer l lih), dobljeno iz danih n premic brez n − l premic Ci, Cj, ...Cs,
ozna£imo s Sij...s. Lo£imo dva primera:
1. n je lih: dokazati ho£emo, da n Cliordovih to£k Z1.Z2, ..., Zn, dobljenih z
vsemi moºnimi kombinacijami n − 1 danih premic, leºi na isti kroºnici. Do-
volj je dokazati, da poljubne ²tiri to£ke, na primer Z1, Z2, Z3, Z4, leºijo na
isti kroºnici. Te to£ke so prese£i²£ne to£ke kroºnic S14 in S12, S12 in S23,
S23 in S34 ter S34 in S14. Druge prese£i²£ne to£ke teh parov kroºnic, to£ke
Z124, Z123, Z234, Z134 leºijo na eni kroºnici S1234.
2. n je sod: dokazati ho£emo, da se n Cliordovih kroºnic S1, S2,...Sn−1,Sn
dobljenih z vsemi moºnimi kombinacijami n− 1 premic, sre£a v eni to£ki. Do-
volj je dokazati, da se katere koli tri kroºnice, na primer S1, S2, S3, sre£ajo v
skupni to£ki. Poglejmo si kroºnice S1, S134, S234, S2. To£ke Z14, Z1234, Z24, Z12,
ki so prese£i²£a parov krogov, leºijo na isti kroºnici S124. Iz tega sledi, da tudi
druge prese£i²£ne to£ke Z13, Z34, Z23 in druga prese£i²£na to£ka S1 in S2, leºijo
na isti kroºnici - S3, ki te£e skozi to£ke Z13, Z34, Z23.
3.2 Kroºnica devetih to£k
V tem razdelku bomo z uporabo kompleksnih ²tevil izpeljali izrek o kroºnici devetih
to£k. Razdelek je povzet po [5, str. 71-75] in [11, str. 106-110]. Predpostavimo, da za
trikotnik △ABC velja, da je sredi²£e njegove o£rtane kroºnice enako izhodi²£u kom-
pleksne ravnine, ki ga ozna£imo z 0. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo,
da je polmer te kroºnice enak 1 oziroma, da velja |a| = |b| = |c| = 1.
V prej²njem poglavju smo ºe dokazali, da je to£ka V , ki pripada kompleksnemu
²tevilu v = a + b + c, vi²inska to£ka trikotnika △ABC. Ozna£imo s S razpolovi²£e
daljice med 0 in V . Velja s = 1
2
(a + b + c). Razdalja med S in razpolovi²£em D













Na enak na£in pokaºemo, da je tudi razdalja med S in razpolovi²£em E stranice CA
ter razpolovi²£en F stranice AB enaka 1
2
. To£ke D,E in F torej leºijo na kroºnici s
sredi²£em v S in polmerom 1
2
.
Slika 15: Kroºnica devetih to£k
Nadalje ugotovimo, da je tudi razdalja med S in razpolovi²£em daljice med











Enak sklep seveda velja tudi za razdaljo med S in razpolovi²£em daljice BV ter
razdaljo med S in razpolovi²£em daljice CV . Torej tudi ta tri razpolovi²£a leºijo na
isti kroºnici kot D,E, F .
Oglejmo si sedaj ²e noºi²£a vi²in trikotnika △ABC. Da bi na²li noºi²£e N vi²ine
stranice BC, moramo prvo ugotoviti lego to£ke A′, kjer se premica nosilka vi²ine
seka z o£rtano kroºnico (in ni enaka A), kot vidimo na sliki 15. To pomeni, da mora
to£ka A′ zado²£ati pogojem AA′⊥BC, |a′| = 1 in a′ ̸= a. Iz prvega sledi, da mora
biti ²tevilo a−a
′







Spomnimo se, da za kompleksna ²tevila z, ki leºijo na enotski kroºnici, velja z̄ = 1
z
.
























· |a+ c| = |a+ c|,
|b− v| = |b− (a+ b+ c)| = |a+ c|.





















Podobno lahko izpeljemo, da sta razdalji med S in drugima dvema noºi²£ema vi²in
prav tako enaki 1
2
. S tem smo dokazali naslednji izrek.
Izrek 3.3 (Kroºnica devetih to£k). V poljubnem trikotniku noºi²£a vseh treh vi²in,
razpolovi²£a vseh treh stranic ter razpolovi²£a daljic med sredi²£em o£rtanega kroga
in stranicami leºijo na isti kroºnici - kroºnici devetih to£k. Njeno sredi²£e je enako
razpolovi²£u daljice, ki povezuje sredi²£e o£rtane kroºnice z vi²insko to£ko. Polmer
dobljene kroºnice je enak polovici polmera o£rtane kroºnice.
Premico, ki te£e skozi sredi²£e o£rtanega kroga, vi²insko to£ko in sredi²£e kroºnice
devetih to£k, imenujemo Eulerjeva premica trikotnika.
Slika 16: Eulerjeva premica trikotnika
Naj bodo A,B,C poljubne to£ke na enotski kroºnici |z| = 1. V dokazu zgornjega
izreka smo ugotovili, da je tedaj sredi²£e o£rtanega kroga enako 0, teºi²£e trikotnika
sovpada s ²tevilom 1
3
(a+b+c), sredi²£e kroºnice devetih to£k s ²tevilom 1
2
(a+b+c),
vi²inska to£ka pa s ²tevilom (a + b + c). Nadalje je polmer kroºnice devetih to£k
enak 1
2
. Oglejmo si, da analogen rezultat velja tudi v ²tirikotniku. Denimo, da
imamo dane ²tiri to£ke A,B,C,D, ki leºijo na enotski kroºnici. e izbiramo po tri
od ²tirih to£k naenkrat, dobimo ²tiri trikotnike, katerih o£rtana kroºnica ustreza
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enotski kroºnici. Sredi²£e kroºnice devetih to£k trikotnika △BCD je v tem primeru
enako s1 = 12(b + c + d), sredi²£e kroºnice devetih to£k trikotnika △ACD ustreza




(a + b + d), sredi²£e kroºnice devetih to£k trikotnika △ABC pa ²tevilu s4 =
1
2
(a+ b+ c). Polmeri vseh ²tirih kroºnic so enaki 1
2




(a+ b+ c+ d).
Zanjo velja:




Ker vse kroºnice devetih to£k za trikotnike △BCD, △ACD, △ABD in △ABC
potekajo skozi to£ko S, v posebnem velja, da sredi²£a teh ²tirih kroºnic leºijo na
kroºnici s sredi²£em S in polmerom 1
2
. To kroºnico imenujemo kroºnica devetih to£k
²tirikotnika ABCD.
Nadaljujmo z indukcijo. Denimo, da je podanih pet to£k A,B,C,D,E, ki leºijo
na enotski kroºnici. Potem je sredi²£e kroºnice devetih to£k ²tirikotnika BCDE
enako t1 = 12(b+ c+ d+ e), podobno pa velja tudi za sredi²£a ostalih ²tirikotnikov.
Razdalje med dobljenimi sredi²£i in to£ko T , kjer je t = 1
2




, j = 1, . . . , 5.
Sledi torej, da sredi²£a kroºnic devetih to£k ²tirikotnikov BCDE, ACDE, ABDE,
ABCE in ABCD leºijo na kroºnici s sredi²£em T in polmerom 1
2
.
Kot v primeru Cliordovih to£k tudi tu velja, da lahko zgornje rezultate pos-
plo²imo na poljubno ²tevilo to£k, s £imer dobimo neskon£no zaporedje izrekov, od-
kritih s strani matematika z imenom J. L. Coolidge.
3.3 Simsonova premica
V tem razdelku si bomo ogledali ²e en zanimiv rezultat iz elementarne geometrije
- obstoj Simsonove premice, povzet po [5, str. 76-83] in [11, str. 125]. Za£nimo z
naslednjim izrekom.
Izrek 3.4 (Simsonova premica). Dan imamo trikotnik △ABC in to£ko D. Naj bodo
P,Q,R noºi²£a pravokotnic iz to£ke D na nosilke stranic BC, CA in AB. Potem
so to£ke P,Q,R kolinearne natanko tedaj, ko D leºi na o£rtani kroºnici trikotnika
△ABC. Premico na kateri leºijo P,Q,R imenujemo Simsonova premica to£ke D.
Dokaz. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da je o£rtana kroºnica trikot-
nika △ABC enotska kroºnica. Ena£ba premice skozi B in C je torej enaka
z + bcz̄ = b+ c.
Posledi£no je ena£ba pravokotnice skozi D na nosilko stranice BC enaka
z − d
b− c
= − z̄ − d̄
b̄− c̄
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Slika 17: Simsonova premica to£ke D
oziroma
z − bcz̄ = d− bcd̄.
Poiskati ºelimo prese£i²£e teh dveh premic, oziroma to£ko P , ki ustreza re²itvi sis-




(b+ c+ d− bcd̄).








(a+ b+ d− abd̄).
Naslednji korak je, da pokaºemo, da so to£ke P,Q,R kolinearne. V prej²njem
poglavju smo ugotovili, da to velja natanko tedaj, ko je p−r
q−r ∈ R. Upo²tevamo,















= (a, b; c, d̄−1).
Velja torej:
P,Q,R so kolinearne ⇐⇒ (a, b; c, d̄−1) ∈ R
⇐⇒ a, b, c, dd̄−1 so kocikli£ne
⇐⇒ |d̄−1| = 1
⇐⇒ |d| = 1.
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Ugotovili smo, da so to£ke P,Q,R kolinearne natanko tedaj, ko D leºi na enotski
kroºnici. V na²em posebnem primeru pa to pomeni, da leºi na o£rtani kroºnici
trikotnika △ABC.
Sedaj se posvetimo ²e izpeljavi ena£be za Simsonovo premico. Znova privzemimo,
da je trikotnik △ABC v£rtan v enotsko kroºnico in, da to£ka D leºi na tej enotski










σ1 = a+ b+ c,
σ2 = bc+ ca+ ab,
σ3 = abc.
Opazimo, da velja:





























































To je torej pogoj, ki ga mora zadovoljiti ²tevilo, ki ustreza noºi²£u P . Ker je ena£ba
simetri£na glede na ²tevila a, b, c, sledi, da morata isti pogoj zadovoljiti tudi ²tevili,
ki ustrezata noºi²£ema Q in R pravokotnic skozi D na nosilki stranic CA in AB.
To£ke P,Q,R torej leºijo na Simsonovi premici s kompleksno ena£bo









Izrek 3.5. Naj bodo L,M,N to£ke na o£rtani kroºnici △ABC in O sredi²£e o£r-
tane kroºnice. Zadosten in potreben pogoj, da se Simsonove premice to£k L,M,N
trikotnika △ABC sre£ajo v eni to£ki, je
∠AOL+ ∠BOM + ∠CON ≡ 0 mod 2π.
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Slika 18: Simsonove premice to£k L,M in N se sre£ajo v eni to£ki
Dokaz. Naj bo o£rtana kroºnica trikotnika △ABC kar enotska kroºnica. Potem so
ena£be treh Simsonovih premic enake















































Zadosten in potreben pogoj, da sta ti dve to£ki enaki je torej, da je σ3 = lmn
oziroma, da je abc = lmn. Sedaj upo²tevajmo, da so absolutne vrednosti ²tevil
a, b, c, l,m, n enake 1. e njihove argumente ozna£imo z θ1, θ2, θ3, ϕ1, ϕ2, ϕ3, dobimo:
θ1 + θ2 + θ3 ≡ ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 mod 2π,
(θ1 − ϕ1) + (θ2 − ϕ2) + (θ3 − ϕ3) ≡ 0 mod 2π.
Posledica 3.6. Naj bodo A,B,C, L,M,N to£ke na kroºnici. Potem se Simsonove
premice to£k L,M,N trikotnika △ABC sre£ajo v eni to£ki natanko tedaj, ko se v
eni to£ki sre£ajo Simsonove premice to£k A,B,C trikotnika △LMN . e ve£, v tem
primeru se vseh ²est Simsonovih premic sre£a v razpolovi²£u daljice od vi²inske to£ke
△ABC do vi²inske to£ke △LMN .
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Posledica 3.7. Naj bo D razpolovi²£e stranice BC, E razpolovi²£e stranice CA in
F razpolovi²£e stranice AB trikotnika △ABC. Ozna£imo z L,M,N noºi²£a vi²in iz
ogli²£ A,B,C na nasprotne stranice. Potem to£ke D,E, F, L,M,N leºijo na kroºnici
devetih to£k trikotnika △ABC, Simsonove premice to£k L,M,N glede na trikotnik
△DEF pa se sekajo v eni to£ki.
Slika 19: Simsonove premice to£k L,M,N glede na trikotnik △DEF se sekajo v eni
to£ki
Dokaz. Naj bo o£rtana kroºnica trikotnika△ABC kar enotska kroºnica. Iz poglavja



























(b+ c), e =
1
2




e ve£, vemo, da vseh ²est to£k leºi na kroºnici devetih to£k z radijem 1
2
, katere
sredi²£e S leºi na v
2
. Sledi, da lahko izrazimo naslednje vektorje:
−→
























V dokazu izreka 3.5 smo pokazali, da je zadosten in potreben pogoj, da se Simsonove




































3.4 Simsonov izrek za ²tirikotnike
Sedaj si bomo ogledali ²e posplo²itev Simsonovega izreka za ²tirikotnike. Razdelek
je povzet po [5, str. 84-90].
Izrek 3.8 (Aubert). Naj bodo to£ke A,A′, B,B′, C, C ′, D kocikli£ne tako, da velja
AA′ ∥ BB′ ∥ CC ′. Naj bo P prese£i²£e daljic A′D in BC, Q prese£i²£e B′D in CA
in R prese£i²£e CA in C ′D. Potem so to£ke P,Q,R kolinearne, premica, na kateri
leºijo, pa je vzporedna AA′, BB′ in CC ′.
Slika 20: To£ke P,Q in R so kolinearne
Dokaz. Brez ²kode za splo²nost lahko sklepamo, da je kroºnica v izreku enotska
kroºnica. Potem so vzporednice AA′, BB′, CC ′ dane z ena£bami:
z + kz̄ = a+ kā,
z + kz̄ = b+ kb̄,
z + kz̄ = c+ kc̄,
kjer je k primerno kompleksno ²tevilo in |k| = 1. Ker vse dane to£ke leºijo na enotski
kroºnici sledi, da so to£ke A′, B′, C ′ predstavljene s kompleksnimi ²tevili kā, kb̄, kc̄.
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Poi²£imo sedaj prese£i²£e P premic BC in A′D. Da dobimo ustrezno kompleksno
²tevilo, moramo re²iti sistem dveh ena£b:
z + bcz̄ = b+ c,
z + dkāz̄ = d+ kā.
Ra£unajmo:
(bc− kdā)z̄ = b+ c− d− kā,
(abc− kd)z̄ = ab+ ca− da− k.
Na tem mestu znova uporabimo oznake
σ1 = a+ b+ c, σ2 = bc+ ca+ ab, σ3 = abc.
Ena£bo lahko sedaj zapi²emo kot




Celotno ena£bo konjugiramo, jo pomnoºimo s kdσ3 in dobimo:




Iz zadnjih dveh ena£b dobimo pogoj
(kd− σ3)(z + kz̄) = k2 + σ1kd− σ2k − σ3d,
ki mu mora ustrezati ²tevilo p. Znova opazimo, da je ena£ba simetri£na glede na
²tevila a, b, c, tako da morata ena£bi zadostovati tudi ²tevili q in r. e kd− σ3 ̸= 0,
je to tudi ena£ba premice, ki je vzporedna premicam AA′, BB′, CC ′. Torej so to£ke
P,Q,R kolinearne in leºijo na premici, ki je vzporedna daljicam AA′, BB′ in CC ′.
Nasprotno, v primeru, ko je kd = σ3, velja:
BC ∥ A′D, CA ∥ B′D, AB ∥ C ′D,
to£ke P,Q,R pa sovpadajo v neskon£nosti.
Izrek 3.9. Naj bo ABCD tetivni ²tirikotnik in P poljubna to£ka na njegovi o£rtani
kroºnici. Potem so noºi²£a D1, D2, D3, D4 pravokotnic skozi P na Simsonove pre-
mice glede na △BCD, △ACD, △ABD, △ABC, kolinearna. Premici, na kateri
leºijo, re£emo Simosnova premica to£ke P glede na ²tirikotnik ABCD.
Dokaz. Brez ²kode za splo²nost lahko sklepamo, da je o£rtana kroºnica ²tirikotnika
ABCD enotska kroºnica. Ena£ba Simsonove premice to£ke P glede na △BCD je
enaka
pz − bcdz̄ = 1
2
(︂




Ena£ba pravokotnice skozi P glede na to Simsonovo premico je enaka





Slika 21: Simsonova premica to£ke P glede na ²tirikotnik ABCD










σ1 = a+ b+ c+ d,
σ2 = ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd,
σ3 = bcd+ acd+ abd+ abc,
σ4 = abcd.




































































































(a4 − σ1a3 + σ2a2 − σ3a+ σ4)
)︂
,
kjer je a ni£la ena£be
z4 − σ1z3 + σ2z2 − σ3z + σ4 = 0.
Posledi£no sledi, da je










Tej ena£bi zado²£a ²tevilo, ki podaja to£ko D1. Zaradi simetrije ji morajo zado²£ati
tudi ²tevila, ki podajajo to£ke D2, D3 in D4. Po drugi strani je to ena£ba premice.
Torej so to£ke D1, D2, D3 in D4 kolinearne.
3.5 Cantorjevi izreki
V tem razdelku si bomo pogledali nekaj izrekov, povzetih po [5, str. 90-96], ki jih
je odkril M. B. Cantor (1829 - 1920) in obravnavajo prese£i²£a Simsonovih premic
razli£nih trikotnikov. Preden se lotimo rezultatov, ki vsebujejo poljubnih n to£k, si
poglejmo naslednji izrek, kjer bomo obravnavali zgolj en trikotnik.
Izrek 3.10 (Cantor). V ogli²£ih trikotnika △ABC nari²emo tangente na o£rtano
kroºnico trikotnika. Na vsako tangento nari²emo pravokotnico skozi razpolovi²£e
nasprotne stranice. Dobljene pravokotnice se sekajo v sredi²£u kroºnice devetih to£k
trikotnika △ABC.
Dokaz. Brez ²kode za splo²nost lahko sklepamo, da je △ABC v£rtan v enotsko
kroºnico. Spomnimo se, da je ena£ba premice skozi dve to£ki α, β na enotski kroºnici
enaka
z + αβz̄ = α + β.
Ker je tangenta enotske kroºnice v to£ki α poseben primer premice, kjer α in β
sovpadata, je ena£ba tangente v α enaka
z + α2z̄ = 2α.
Ena£ba tangente v to£ki A je torej enaka
z + a2z̄ = 2a.
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Slika 22: Pravokotnice se sekajo v sredi²£u kroºnice devetih to£k △ABC
Ker je razpolovi²£e stranice BC podano z b+c
2
, je ena£ba pravokotnice na zgornjo
tangento podana z izrazom
z − a2z̄ = 1
2
(︁
(b+ c)− a2(b̄+ c̄)
)︁
.
Pokazati ºelimo, da sredi²£e kroºnice devetih to£k leºi na tej pravokotnici. V levo
stran ena£be pravokotnice vstavimo sredi²£e z = 1
2










(b+ c)− a2(b̄+ c̄)
)︂
.
Ko upo²tevamo zvezo aā = 1 ugotovimo, da je enakost izpolnjeno oziroma, da
sredi²£e kroºnice devetih to£k res leºi na pravokotnici na tangento v to£ki A, ki
te£e skozi razpolovi²£e daljice BC. Na enak na£in pokaºemo, da sredi²£e kroºnice
devetih to£k leºi na drugih dveh pravokotnicah.
Sedaj rezultat posplo²imo na poljubno ²tevilo kocikli£nih to£k.
Izrek 3.11 (Cantor). Denimo, da je na kroºnici podanih n to£k A1, A2, . . . , An.
Odstranimo to£ko Ai in poi²£emo teºi²£e Ti za preostalih n − 1 to£k. Nato skozi Ti
nari²emo pravokotnico na tangento kroºnice, ki gre skozi Ai. Vse premice, ki jih
dobimo na ta na£in, se sekajo v eni to£ki.
Dokaz. Naj bodo A1, A2, . . . , An to£ke na enotski kroºnici. Potem je ena£ba tangente
skozi A1 enaka
z + a21z̄ = 2a1.









kjer je σ1 = a1+a2+ . . .+an, ena£ba pravokotnice na tangento skozi T1 pa je podana
z izrazom
















Opazimo, da ²tevilo t = 1
n−1(a1 + a2 + . . .+ an) =
σ1
n−1 o£itno zado²£a ena£bi, torej
leºi na pravokotnici na tangento v A1 skozi T1. S podobnim ra£unom ugotovimo,
da to£ka T leºi tudi na vseh ostalih pravokotnicah.
Nazadnje obravnavajmo ²e eno neskon£no zaporedje izrekov, kjer si bomo ogledali
prese£i²£a Simsonovih premic in predstavili pojem Cantorjeve premice in Cantorjeve
to£ke.
Izrek 3.12. Naj bodo to£ke A1, A2, A3, A4, P1 in P2 kocikli£ne. Potem so prese£i²£a
²tirih parov Simsonovih premic to£k P1, P2 glede na trikotnike △A2A3A4, △A1A3A4,
△A1A2A4, △A1A2A3 kolinearna. Premico, na kateri leºijo, imenujemo Cantorjeva
premica para to£k P1 in P2 glede na ²tirikotnik A1A2A3A4.
Dokaz. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da to£ke A1, A2, A3, A4, P1, P2
leºijo na enotski kroºnici. Potem sta ena£bi Simsonovih premic to£k P1, P2 glede na
trikotnik △A2A3A4 enaki





























σ1 = a1 + a2 + a3 + a4,
σ2 = a1a2 + a1a3 + a1a4 + a2a3 + a2a4 + a3a4,
σ3 = a2a3a4 + a1a3a4 + a1a2a4 + a1a2a3,
σ4 = a1a2a3a4.






























Prvo ena£bo pomnoºimo s p1p2, drugo pa z σ4 in ju se²tejemo. Dobimo:









Tej ena£bi mora zado²£ati prese£i²£e Simsonovih premic to£k P1, P2 glede na trikot-
nik △A2A3A4. Ena£ba je simetri£na glede na a1, a2, a3, a4, tako da ena£bi zado²£ajo
tudi prese£i²£a parov Simsonovih premic to£k P1, P2 glede na trikotnike △A1A3A4,
△A1A2A4, △A1A2A3. Po drugi strani je to ena£ba premice. Sledi, da so prese£i²£a
kolinearna in leºijo na tej premici.
Izrek 3.13. Vzemimo sedem kocikli£nih to£k A1, A2, A3, A4, P1, P2, P3. Potem se
tri Cantorjeve premice treh parov to£k P2 in P3, P3 in P1 ter P1 in P2 glede na
²tirikotnik A1A2A3A4 sekajo v eni to£ki. To to£ko imenujemo Cantorjeva to£ka treh
to£k P1, P2, P3 glede na ²tirikotnik A1A2A3A4.
Dokaz. Kot prej, naj bo kroºnica, na kateri leºi teh sedem to£k, enotska kroºnica.
Potem so ena£be Cantorjevih premic parov to£k P2 in P3 ter P3 in P1 glede na
²tirikotnik A1A2A3A4 enake




























Izraz je simetri£en glede na p1, p2, p3, torej skozi to to£ko te£e tudi Cantorjeva prem-
ica para to£k P1, P2 glede na ²tirikotnik A1A2A3A4. Sledi, da je to Cantorjeva to£ka
treh to£k P1, P2, P3 glede na ²tirikotnik A1A2A3A4.
3.6 Feuerbachov izrek
Osrednja tema tega razdelka bo Feuerbachov izrek, ki obravnava lego kroºnice de-
vetih to£k glede na v£rtano in ob£rtane kroºnice trikotnika. Razdelek je povzet po
[5, str. 96-102].
Izrek 3.14 (Feuerbach). To£ka devetih to£k trikotnika je tangentna v£rtani in pri£r-
tanim kroºnicam.
Dokaz. Brez ²kode za splo²nost je trikotnik △ABC v£rtan enotski kroºnici. Ker
bomo kasneje ºeleli koreniti te izraze, tokrat izjemoma ozna£imo ogli²£a A,B,C
s kompleksnimi ²tevili a2, b2, c2. Oglejmo si, kako simetrale notranjih in zunanjih
kotov trikotnika △ABC delijo kroºne loke trikotniku o£rtane kroºnice (slika 23).
Simetrala notranjega kota pri ogli²£u A razpolavlja tisti kroºni lok ⌒BC o£rtane
kroºnice, ki ne vsebuje to£ke A. Na drugi strani simetrala zunanjega kota pri ogli²£u
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A razpolavlja tisti kroºni lok ⌒BC o£rtane kroºnice, ki vsebuje A. Enako velja za




b2c2, saj je argument tega razpolovi²£a enak (arg b2 + arg c2)/2.
Sledi torej, da je razpolovi²£e loka ⌒BC , na katerem ne leºi A enako bodisi bc,
bodisi −bc (podobno tudi za razpolovi²£a ostalih dveh kroºnih lokov). tevila a, b in
c lahko izberemo tako, da bo razpolovi²£e kroºnega loka ⌒BC , na katerem ne leºi
ogli²£e A, enako −bc, razpolovi²£e kroºnega loka ⌒CA , na katerem ne leºi ogli²£e B,
enako −ca, razpolovi²£e kroºnega loka ⌒AB , na katerem ne leºi ogli²£e C, pa enako
²tevilu −ab. Sledi, da je razpolovi²£e kroºnega loka ⌒BC , na katerem leºi ogli²£e
A enako bc, razpolovi²£e kroºnega loka ⌒CA , na katerem leºi ogli²£e B enako ca,
razpolovi²£e kroºnega loka ⌒AB , na katerem leºi ogli²£e C pa je enako ab. Ena£be
Slika 23: Sredi²£a v£rtane in pri£rtanih kroºnic
treh simetral notranjih kotov so torej enake
z − a2bcz̄ = a2 − bc,
z − ab2cz̄ = b2 − ca,
z − abc2z̄ = c2 − ab.
Prvo ena£bo pomnoºimo z b, drugo z a, ter ju od²tejemo. Dobimo:
z = −(bc+ ca+ cb).
Znova vpeljimo naslednje oznake:
σ1 = a+ b+ c,
σ2 = bc+ ca+ ab,
σ3 = abc.
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Sledi, da je z = −σ2. Opazimo, da zgoraj denirani z re²i tudi tretjo ena£bo
simetrale. Pokazali smo torej, da se simetrale notranjih kotov sekajo v sredi²£u
v£rtane kroºnice, ki ga ozna£imo z I. Opazimo, da je to£ka I tudi vi²inska to£ka
trikotnika z ogli²£i, predstavljenimi s kompleksnimi ²tevili −bc,−ca,−ab. Ozna£imo
z IA sredi²£e pri£rtane kroºnice ob stranici BC, z IB sredi²£e pri£rtane kroºnice ob
stranici AC ter z IC sredi²£e pri£rtane kroºnice pri stranici AB (slika 23). Podobno
kot pri I, lahko opazimo, da je IA vi²inska to£ka trikotnika z ogli²£i, predstavljenimi
s ²tevili −bc, ab, ca, sredi²£e IB vi²inska to£ka trikotnika z ogli²£i, predstavljenimi s
²tevili −ca, bc, ab ter IC vi²inska to£ka trikotnika z ogli²£i, predstavljenimi s ²tevili
−ab, ca, bc. Vsi ti trije trikotniki so v£rtani v enotsko kroºnico, zato velja, da je to£ka
IA predstavljena s kompleksnim ²tevilom −bc + ab + ca, to£ka IB s kompleksnim
²tevilom −ca+ bc+ ab ter to£ka IC s kompleksnim ²tevilom −ab+ ca+ bc.
Izra£unajmo sedaj razdaljo d med sredi²£em v£rtane kroºnice I ter sredi²£em



















Vemo, da je polmer kroºnice devetih to£k enak 1
2
. Izra£unajmo polmer r v£rtane
kroºnice. Ena£ba premice BC je enaka z + b2c2z̄ = b2 + c2, ena£ba pravokotnice
skozi to£ko I na BC pa















































Lahko je preveriti, da je d ≤ 1
2
, kar pomeni, da je d = 1
2
− r. Kroºnica devetih
to£k in v£rtana kroºnica sta torej tangentni. Da dokaºemo, da je kroºnica devetih
to£k tangentna na pri£rtano kroºnico s sredi²£em IA v zgornjih izra£unih zamenjamo




Oglejmo si ²e en rezultat o trikotnikih, ki ga je odkril angle²ki matematik Frank
Morley na prehodu iz 19. v 20. stoletje. Razdelek je povzet po [5, str. 103-110] in
[11, str. 155-185].
Izrek 3.15 (Morley). Notranje kote poljubnega trikotnika △ABC s poltraki razde-
limo na tri enake dele. Prese£i²£a sosednjih poltrakov ozna£imo z D,E, F . Trikotnik
△DEF je enakostrani£en.
Slika 24: Trikotnik △DEF je enakostrani£en
Za dokaz izreka bomo potrebovali naslednjo lemo.
Lema 3.16. Naj bodo A,B,C,D poljubne to£ke na enotski kroºnici. Potem se
nosilki daljic, ki povezujeta to£ki A in B ter C in D sekata v to£ki, ki ustreza ²tevilu
z =
ā+ b̄− c̄− d̄
āb̄− c̄d̄
.
Dokaz. Ena£bi premic, ki te£eta skozi to£ki A in B ter C in D sta enaki
z + abz̄ = a+ b,
z + cdz̄ = c+ d.
Sledi, da je prese£i²£e teh dveh premic enako
z =
ā+ b̄− c̄− d̄
āb̄− c̄d̄
.
Dokaz izreka. Brez ²kode za splo²nost lahko sklepamo, da je △ABC v£rtan v enot-
sko kroºnico in, da ogli²£e A ustreza to£ki 1. Spomnimo se, da je trikotnik △DEF
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enakostrani£en natanko tedaj, ko velja d+ωe+ω2f = 0. S pomo£jo leme 3.16 bomo
izra£unali kompleksna ²tevila, ki predstavljajo to£ke D,E in F .
Najprej potrebujemo to£ke, kjer poltraki, ki razdelijo notranje kote na tri enake
dele, sekajo o£rtano kroºnico trikotnika △ABC, to je enotsko kroºnico (slika 26).
O£itno je, da poltraka, ki razdelita kot ∠ACB na tri enake dele, na tri enake dele
razdelita tudi tisti kroºni lok ⌒AB , na katerem ne leºi to£ka C. Ozna£imo pre-
se£i²£e, ki je bliºje A, s kompleksnim ²tevilom b, prese£i²£e, bliºje B pa s komplek-
snim ²tevilom b2. To£ka B je potem podana s kompleksnim ²tevilom b3. Podobno
poltraka, ki razdelita kot ∠ABC na tri enake dele, na tri enake dele razdelita tisti
kroºni lok ⌒AC , na katerem ne leºi to£ka B. Prese£i²£e bliºje A ozna£imo s c,
prese£i²£e bliºje C pa s c2. Ogli²£e C je torej podano s kompleksnim ²tevilom c3.
Poiskati moramo ²e to£ke, ki jih dobimo kot prese£i²£a enotske kroºnice in poltrakov,
ki na tri enake dele razdelijo kot ∠BAC.
Naj bo




∠AOC = 3γ, −2π
3
< β < 0,
∠BOC = 3α, α =
2π
3
+ γ − β > 0.
Slika 25: Koti ∠AOB, ∠AOC in ∠BOC
Potem sta argumenta iskanih dveh prese£i²£ enaka








Prese£i²£i enotske kroºnice in poltrakov, ki delita kot ∠BAC na tri enake dele, sta
torej podani s ²teviloma cb2ω in c2bω2, kjer je ω2+ω+1 = 0. Sedaj lahko uporabimo
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Slika 26: Prese£i²£a poltrakov z enotsko kroºnico
lemo 3.16 in dobimo:
d =
b−3 + c−2 − b−2 − c−3
b−3c−2 − b−2c−3
=
c3 + b3c− bc3 − b3
c− b
=
(c− b)(c2 + bc+ b2)− bc(c2 − b2)
c− b
= (c2 + bc+ b2)− bc(c+ b),
e =
1 + b−1c−2ω−2 − c−3 − b−1
b−1c−2ω−2 − c−3b−1
=
c3b+ cω − b− c3
cω − 1
=








1 + b−2c−1ω−1 − b−3 − c−1
b−2c−1ω−1 − b−3c−1
=
b3c+ bω2 − c− b3
bω2 − 1
=




c(b2 + bω + ω2)− b(b+ ω)
)︂
.
Pri ra£unanju smo uporabili lastnosti ²tevila ω. Sedaj jih uporabimo znova, da
preverimo, da je trikotnik △DEF res enakostrani£en:
d+ ωe+ ω2f =b2 + bc+ c2 − b2c− bc2
+ b2c+ bcω2 + cω − b2 − bω2
+ bc2 + bcω + bω2 − c2 − cω = 0.
3.8 Inverzija glede na kroºnico
V tem razdelku bomo spoznali inverzijo glede na kroºnico v kompleksni notaciji in
si pogledali nekaj njenih lastnosti. Nato bomo dodali ²e primer uporabe. Denicije
in izreki tega razdelka so povzeti po [4], primer 3.21 pa po [6].
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Inverzija glede na kroºnico je preslikava ravnine nase, ki jo dolo£a kroºnica.
To£ke, ki leºijo znotraj kroºnice, preslika v njeno zunanjost in obratno, to£k na
kroºnici pa ne premika. Natan£neje, vzemimo kroºnicoK s sredi²£em v O in radijem
r. Inverzija glede na K po²lje to£ko T ̸= O v to£ko T ∗, ki leºi na poltraku iz O skozi
T , in za katero velja:
|t− o| · |t∗ − o| = r2.
V nadaljevanju bomo to preslikavo ozna£evali z iK(t) = t∗. To£ki T ∗ oziroma ²tevilu
t∗ pa bomo rekli tudi inverz to£ke T glede na inverzijo iK .
Slika 27: Inverz to£ke T glede na kroºnico K
Oglejmo si primer inverzije glede na kroºnico K0, ki ima sredi²£e v izhodi²£u
kompleksne ravnine. Ena£ba, ki ji mora zado²£ati inverzna to£ka, se poenostavi v
|t| · |t∗| = r2. Ker T ∗ leºi na poltraku iz izhodi²£a 0 skozi T , velja, da je t∗ = kt za
nek k ∈ R+. Tako dobimo |t| · |kt| = r2, iz tega pa k = r2
t2
. Torej za inverz to£ke T
velja zveza t∗ = r
2
|t2| · t. Upo²tevamo ²e zvezo tt̄ = |t|






Sedaj lahko s transliranjem kroºnice K0 za ²tevilo o, dobimo novo kroºnico K s





Ena od naslednjih lastnosti inverzije je, da ohranja nabor premic in kroºnic v
ravnini. Dokaºimo to tudi v kompleksni notaciji. Oglejmo si naslednjo ena£bo, s
katero lahko v kompleksnem podamo tako kroºnice kot premice:
czz̄ + αz + ᾱz̄ + d = 0,
kjer α ∈ C in c, d ∈ R. V primeru, ko je c = 0 gre za ena£bo premice, v primeru, ko
















Izrek 3.17. Inverzija slika kroºnice in premice v kroºnice ali premice. e kroºnica
ali premica potekata skozi sredi²£e kroºnice inverzije, ju bo inverzija preslikala v
premico, sicer pa v kroºnico.
Dokaz. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da je kroºnica inverzije enot-
ska kroºnica, ozna£imo jo s K. Kroºnico ali premico podamo z ena£bo
czz̄ + αz + ᾱz̄ + d = 0, α ∈ C, c, d ∈ R.
elimo pokazati, da je inverzija kroºnice ali premice spet kroºnica ali premica. In-
verzija te kroºnice ali premice vsebuje vse to£ke w = 1
z̄
, kjer z ustreza zgornji ena£bi.














Upo²tevamo, da je w = 1
z̄
in dobimo:
c+ αw + ᾱw̄ + dww̄ = 0,
kar je zopet ena£ba kroºnice ali premice. e je d = 0, je v prvotni ena£bi dana
premica ali kroºnica potekala skozi izhodi²£e, v inverzni sliki pa gre za premico. e
d ̸= 0, v prvotni ena£bi premica ali kroºnica ni potekala skozi izhodi²£e, v inverzni
sliki pa gre za kroºnico.
Lema 3.18. Naj bo K kroºnica s sredi²£em v O in radijem r. Naj bo P to£ka v
zunanjosti K in l = |o− p| razdalja med sredi²£em in to£ko P . Denimo, da premica
skozi P kroºnico seka v to£kah M in N . Potem velja:
|p−m||p− n| = l2 − r2.
Dokaz. Predpostavimo najprej, da premica skozi P ne te£e £ez sredi²£e O. Naj bo
Q razpolovi²£e daljice MN . Iz tega sledi, da je
|m− q| = |n− q|.
Ozna£imo z d = |q−o| razdaljo med to£kama Q in O. Premica, ki te£e skozi to£ki Q
Slika 28: Lema 3.18
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in O, je simetrala daljice MN . Trikotnika △PQO in △NQO sta torej pravokotna.
e uporabimo Pitagorov izrek, dobimo zvezi:
|p− q|2 + d2 = l2,
|q − n|2 + d2 = r2.
Drugo ena£bo od²tejemo od prve in dobimo:
|p− q|2 − |q − n|2 = l2 − r2
oziroma
(|p− q| − |q − n|)(|p− q|+ |q − n|) = l2 − r2.
Upo²tevamo |p− q|− |q−n| = |p− q|− |q−m| = |p−m| in |p− q|+ |q−n| = |p−n|
in dobimo ºeleno zvezo.
e pa premica skozi P poteka skozi sredi²£e, upo²tevamo, da velja l−r = |p−m|
in l + r = |p− n| in ºelena zveza sledi.
Izrek 3.19. Naj bo K kroºnica s sredi²£em v O in T ̸= O to£ka, ki ne leºi na K.
Poljubna kroºnica ali premica, ki poteka skozi to£ko T , je pravokotna na kroºnico K
natanko tedaj, ko poteka skozi inverz to£ke T glede na kroºnico K.
Dokaz. Obravnavajmo najprej premico, ki te£e skozi to£ko T ̸= O. Opazimo, da
poteka skozi to£ko T ∗ natanko tedaj, ko te£e tudi skozi sredi²£e kroºnice K. To
je izpolnjeno natanko tedaj, ko je premica pravokotna na kroºnico K. S tem smo
dokazali prvi del izreka.
Privzemimo sedaj, da imamo dano kroºnico D, ki te£e skozi T . Naj bo r0 radij
kroºnice K, S in r1 pa sredi²£e in radij kroºnice D. Naj bo l = |o− s| razdalja med
sredi²£i in P prese£i²£e kroºnic K in D. Kroºnici K in D sta pravokotni natanko
Slika 29: Kroºnici K in D sta pravokotni
tedaj, ko je kot ∠SPO pravi. To pa velja natanko tedaj, ko je r20 = l
2 − r21. Sedaj
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uporabimo lemo 3.18 na O, ki leºi v zunanjosti D. Premica, ki te£e skozi O, seka
kroºnico D v to£ki T , zato velja:
|o− t| · |o− w| = l2 − r21,
kjer je W drugo prese£i²£e premice s kroºnico D. Po drugi strani mora za inverz T ∗
to£ke T veljati:
|o− t| · |o− t∗| = r20.
Predpostavimo sedaj, da T ∗ leºi na D. Potem je enaka to£ki W in iz zgornjih dveh
ena£b sledi l2 − r21 = r20, kar pomeni, da sta kroºnici pravokotni. Da dokaºemo ²e
implikacijo v nasprotno smer, predpostavimo, da sta kroºnici K in D pravokotni.
Potem sledi |o− w| = |o− t∗|. Ker T in W leºita na istem poltraku, s pri£etkom v
O sledi t∗ = w, oziroma t∗ leºi na D.
Posledica 3.20. Inverzija glede na kroºnico C slika premice in kroºnice pravokotne
na C same vase.
Oglejmo si sedaj uporabo inverzije na naslednjem primeru.
Primer 3.21 (Problem £evljarjevega noºa). Denimo, da sta podana dva polkroga
K1 in K2. Polkrog K2 naj bo manj²i in iz notranje strani tangenten na K1. Njuni
sredi²£i S1 in S2 naj leºita na isti premici. Povr²ino med njima napolnimo s kroºni-
cami C0, C1, C2 . . . , ki so tangentne na oba polkroga in na prej²njo kroºnico iz za-
poredja, kot je prikazano na sliki 30. Trdimo, da za tako zaporedje kroºnic veljajo
Slika 30: Primer 3.21
naslednje tri lastnosti.
1. Sredi²£a kroºnic leºijo na elipsi, ki poteka skozi dotikali²£e K1 in K2.
2. Dotikali²£a kroºnic leºijo na kroºnici, ki poteka skozi dotikali²£e K1 in K2.
3. e z rk ozna£imo polmer kroºnice Ck, je razdalja med sredi²£em kroºnice Ck
in premico, na kateri leºita S1 in S2, enaka 2krk.
Da sredi²£a dobljenih kroºnic leºijo na elipsi, lahko opazimo brez uporabe in-
verzije. Oglejmo si poljubno kroºnico Ck ter ozna£imo njen polmer z r. Razdalja od
sredi²£a te kroºnice do S1 je enaka r1 − r, do S2 pa r2 + r. Vsota teh dveh razdalj
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Slika 31: Sredi²£a dobljenih kroºnic leºijo na elipsi
je torej enaka r1 + r2 in je konstantna za vse kroºnice iz zaporedja. To£ki S1 in S2
sta torej gori²£i elipse, na kateri leºijo sredi²£a kroºnic.
Sedaj v pas nad kroºnico C0 nari²imo neskon£no zaporedje kroºnic, ki imajo
enak radij kot C0. Ozna£imo jih s C ′j. Premici, ki sta tangentni na vse kroºnice
ozna£imo s k′1 in k
′
2, premico, ki povezuje njihova sredi²£a pa s s. Sedaj ºelimo
izbrati tako inverzijo, da se bo kroºnica C0 preslikala vase, kroºnice nad njo pa v
na²e zaporedje kroºnic. Nadalje ºelimo tudi, da se k′1 in k
′
2 preslikata v polkroga
K1 in K2. Vzemimo kroºnico K, ki ima sredi²£e v dotikali²£u Q kroºnic K1 in K2-
Ta kroºnica je pravokotna na kroºnico C0. Premislimo, da inverzija glede na K
izpolnjuje ºelene pogoje. O£itno preslika kroºnico C0 samo vase, s £imer je izpolnjen
prvi pogoj. Ker premice k′1, k
′
2 in s ne potekajo skozi sredi²£e K, so njihove slike
kroºnice, ki potekajo skozi to£ko Q in imajo sredi²£a na ºeleni premici skozi Q.
Kroºnice C ′j se z inverzijo preslikajo v kroºnice, ki pa se ²e vedno tangentne med
sabo in na kroºnice, ki smo jih dobili z inverzijo premic k′1 in k
′
2. To£ke dotikali²£
med temi kroºnicami pa leºijo na inverzu premice s, ki se je preslikala v kroºnico, ki
poteka skozi Q. To pomeni, da je inverzija ustrezna in, da tudi dotikali²£a kroºnic
Ck leºijo na kroºnici, ki ustreza inverzni sliki premice s.
Slika 32: Dotikali²£a dobljenih kroºnic leºijo na kroºnici
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Za dokaz tretje trditve pa si oglejmo poljubno kroºnico Ck. Naredimo inverz
glede na kroºnico Pk, ki ima sredi²£e v Q in je pravokotna na kroºnico Ck. Inverzija
pusti kroºnico Ck na miru, kroºnice, ki se v zaporedju nahajajo pred njo, pa v pas
nad sabo. Podobno preslika kroºnice, ki se v zaporedju nahajajo za Ck v pas pod
sabo. Nazadnje opazimo, da kroºnici K1 in K2 preslika v premici, tangentni na
ostale kroºnice. Vse kroºnice, ki smo jih dobili z inverzijo, imajo polmer enak rk.
Ker se pod kroºnico Ck nahaja natanko k kroºnic, zlahka vidimo tudi, da je razdalja
med sredi²£em Ck in premico, na kateri leºita sredi²£i S1 in S2, enaka 2krk.
Slika 33: Inverzija glede na kroºnico Pi
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4 Kompleksni Descartesov izrek
Z zna£ilnostmi tangentnih krogov se matematiki ukvarjajo ºe od anti£ne Gr£ije dalje.
Eden najbolj znanih in v celoti raziskanih problemov je tako imenovani Descartesov
problem. Klasi£na verzija izreka podaja kvadratno ena£bo za recipro£ne vrednosti
polmerov ²tirih medsebojno tangentnih kroºnic. V posebnem, iz polmerov treh
danih medsebojno tangentnih kroºnic lahko izra£unamo polmer £etrte kroºnice, ki
se znova prilega vsem trem.
Problem je poimenovan po matematiku Renéju Descartesu, ki je v 17. stoletju v
pismu princesi Elisabeth Bohemski, kot prvi delno predstavil re²itev tega vpra²anja.
Natan£neje, Descartes je obravnaval primer, ko so ²tiri kroºnice medsebojno tan-
gentne iz zunanje strani (primer (b) v sliki 34). V kasnej²ih letih so matematiki
Slika 34: tiri moºnosti medsebojno tangentnih kroºnic
njegov rezultat posplo²ili na vse primere ²tirih medsebojno tangentnih kroºnic, ter
tudi na primer, ko je ena izmed kroºnic degenerirana oziroma enaka premici.
Skoraj neverjetno je, da je, bogati zgodovini navkljub, izrek svojo kompleksno
obliko dobil ²ele leta 2001. Takrat je bilo namre£ odkrito in dokazano, da analogni
zvezi ustrezajo tudi produkti recipro£nih vrednosti polmerov, ki jih pomnoºimo
s kompleksnim ²tevilom, ki ustreza sredi²£u. Temu rezultatu pravimo kompleksni
Descartesov izrek [7]. V primeru, ko imamo dane tri medsebojno tangentne kroºnice,
lahko z njim ne le dolo£imo polmer, ampak tudi sredi²£e £etrte kroºnice.
V prvem delu poglavja si bomo ogledali dokaz klasi£nega Descartesovega prob-
lema, povzet po [7], [3, str. 12-15] in [8]. Nato bomo obravnavali tudi njegovo
kompleksno raz²iritev ter dokaz iz vira [9],
Ukrivljenost kroºnice s polmerom r je denirana kot recipro£na vrednost k = 1
r
.
Izrek 4.1. Naj bodo k1, k2, k3 in k4 ukrivljenosti ²tirih medsebojno tangentnih
kroºnic. Tedaj velja:
(k1 + k2 + k3 + k4)








Opomba 4.2. V posebnem, £e imamo dane polmere treh kroºnic, lahko polmer
£etrte izra£unamo po formuli
k4 = k1 + k2 + k3 ±
√︁
k1k2 + k2k3 + k3k1.
Na ta na£in dobimo dve re²itvi, ena je pozitivna, druga pa pozitivna ali negativna.
V kolikor je druga re²itev negativna, predstavlja kroºnico, na katero so ostale tri
tangentne iz notranje strani (primer (a) na sliki 34).
Dokaz. Dane imejmo ²tiri medsebojno tangentne kroºnice K1, K2, K3 in K4. Deni-
rajmoK ′1 kot kroºnico, ki poteka £ez dotikali²£a kroºnicK2, K3 inK4. e so kroºnice
K2, K3 in K4 druga na drugo tangentne iz zunanje strani, kot na sliki 35, potem je
kroºnica, ki poteka skozi njihova dotikali²£a, v£rtana kroºnica trikotniku z ogli²£i v
njihovih sredi²£ih. e imamo dan trikotnik s stranicami a, b, c, potem velja, da je
Slika 35: Kroºnica, ki te£e skozi dotikali²£a treh tangetnih kroºnic
radij v£rtane kroºnice dan s formulo
r =
√︃
(s− a)(s− b)(s− c)
s
,
kjer je s = 1
2
(a+ b+ c). Kot na sliki 35 ozna£imo r2 = s− a, r3 = s− b in r4 = s− c.
Torej je polmer r′1, ki poteka skozi dotikali²£a kroºnic K2, K3, K4 enak
r′1 =
r2r3r4
r2 + r3 + r4
.
S k′1 ozna£imo ukrivljenost te kroºnice. S preureditvijo zgornje ena£be dobimo zvezo:
k′21 = k3k4 + k2k4 + k2k3.
Enako zvezo dobimo v primeru, £e je ena kroºnica tangentna na ostali dve iz notranje




s−a . Natan£en dokaz tega dejstva najdemo v [8]. Ko na podoben na£in





k′22 = k1k3 + k1k4 + k3k4,
k′23 = k1k2 + k1k4 + k2k4,
k′24 = k1k2 + k1k3 + k2k3.
tiri kroºnice, ki potekajo skozi dotikali²£a prvotnih ²tirih kroºnic, so prav tako
medsebojno tangentne in, £e zgornji postopek ponovimo na njih, dobimo prvotne













































































e to razpi²emo, dobimo:











1(k1 + k2 + k3 + k4).
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Velja torej:
(k1 + k2 + k3 + k4)(−k1 + k2 + k3 + k4) = 2k′1(k1 + k2 + k3 + k4),
iz tega pa sledi zveza:
2k′1 = −k1 + k2 + k3 + k4.
Na enak na£in dobimo zveze:
2k′2 = k1 − k2 + k3 + k4,
2k′3 = k1 + k2 − k3 + k4,
2k′4 = k1 + k2 + k3 − k4.






















S tem smo dokazali klasi£en Descartesov problem, ki obravnava le polmere
kroºnic. V kompleksni verziji bomo temu dodali ²e sredi²£a. Dokaz izreka bo temeljil
na medsebojnem odnosu kroºnic in sfer, ki se v prostoru R3 dotikajo kompleksne rav-
nine. Natan£neje, obravnavali bomo sfere, ki so tangentne na kompleksno ravnino in
leºijo v prostoru C× [0,∞). Za sfero s polmerom r, ki je tangentna na kompleksno
ravnino v to£ki Z, bomo uporabili oznako S(Z, r). Iz slike 37 je razvidno, da sta
sferi S(Z, r) in S(W, s) tangentni natanko tedaj, ko velja:
|z − w|2 + (s− r)2 = (s+ r)2
oziroma
|z − w|2 = 4rs.
e imamo dane tri to£ke Z1, Z2 in Z3, sledi, da obstajajo enoli£na ²tevila r1, r2, r3,
da so sfere S(Z1, r1), S(Z2, r2) in S(Z3, r3) tangentne. Iz zgornjega pogoja dobimo
sistem treh ena£b:
|z1 − z2|2 = 4r1r2,
|z1 − z3|2 = 4r1r3,
|z2 − z3|2 = 4r2r3,
iz tega pa naslednjo zvezo za polmere sfer i, j, k ∈ {1, 2, 3}:
ri =




Slika 37: Tangentni sferi
Lema 4.3. Naj bosta K1 in K2 pravokotni kroºnici, s sredi²£i v Z1 in Z2 in prese£i²£i
W1 in W2. S ki ozna£imo ukrivljenost kroºnice Ki, s ci pa ukrivljenost poljubnih sfer,




= k21 + k
2


















|w1 − w2| · |w1 − w|
· 2|w1 − w|





Oglejmo si ²tirikotnik Z1W1Z2W2, prikazan na sliki 38. Njegova plo²£ina je po eni
Slika 38: Kroºnici sta pravokotni in se sekata v W1 in W2
strani enaka rs, po drugi pa |w1−w2|·|z1−z2|
2









= k21 + k
2
2.
S tem smo dokazali prvi del leme.
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Za dokaz druge to£ke lahko brez ²kode za splo²nost predpostavimo, da sta z2−z1
in i(w2 − w1) realni ²tevili. Ozna£imo z Z prese£i²£e daljic Z1Z2 in W1W2, z a pa

















Iz slike 38 so o£itne naslednje zveze:
z1 = z −
√
r2 − a2,
z2 = z +
√
s2 − a2,
w1w2 = (z + ia)(z − ia) = z2 + a2.




















r2 − a2 = k1
√︂




















2) + 2− a2(k21 + k22) = z2(k21 + k22) + 1
= (k21 + k
2
2)(z
2 + a2) = c1c2w1w2.
Lema 4.4. Naj bodo K1, K2 in K3 tri tangentne kroºnice z ukrivljenostmi k1, k2, k3
in sredi²£i v to£kah Z1, Z2 in Z3. Naj bo k ukrivljenost, Z pa sredi²£e kroºnice, ki
je pravokotna na vse tri dane kroºnice. Ozna£imo z Zij to£ko dotikali²£a kroºnic Ki
in Kj za i ̸= j ∈ {1, 2, 3}. Sfere S12, S13 in S23 naj bodo tangentne na kompleksno
ravnino v to£kah Z12, Z13 in Z23 ter paroma tangentne. S cij ozna£imo ukrivljenost
sfere Sij. Potem velja:
cij = ki + kj in k2z2 = k1z1k2z2 + k1z1k3z3 + k2z2k3z3.
Dokaz. V dokazu izreka 4.1 smo pokazali, da velja k = k1k2 + k1k3 + k2k3. Iz leme
4.3 sledijo naslednje zveze:
k2 + k21 = c12c13,
k2 + k22 = c12c23,
k2 + k23 = c13c23.
Sledi, da je cij = ki + kj, s £imer je dokazan prvi del leme.
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To£ka dotikali²£a dveh tangentnih kroºnic s sredi²£ema v Z,W in polmeroma









(ki + kj)zij = kizi + kjzj.
Iz prvega dela leme torej sledi:
cijzij = kizi + kjzj.
Uporabimo lemo 4.3 in dobimo:
k2z2 + k3z3 = c13z13c23z23 = (k1z1 + k3z3)(k2z2 + k3z3),
in od tod
k2z2 = k1z1k2z2 + k1z1k3z3 + k2z2k3z3.
e imamo dane ²tiri medsebojno tangentne kroºnice, je s tem deniranih ²est
dotikali²£ (slika 4.1). Nad vsako tako to£ko, tangentno na kompleksno ravnino
nari²imo sfero, ki ima ukrivljenost enako vsoti ukrivljenosti tistih dveh kroºnic, ki se
sekata v tangentni to£ki. Po lemi 4.4 ima teh ²est sfer disjunktno notranjost, poljubni
dve od teh sfer pa sta tangentni natanko tedaj, ko to£ki tangentnosti na kompleksno
ravnino leºita na isti kroºnici. Sedaj dokaºimo glavni izrek tega poglavja.
Izrek 4.5. Naj bodo K1, K2, K3 in K4 ²tiri medsebojno tangentne kroºnice z ukrivl-
jenostmi ki in sredi²£i v Zi. Tedaj velja:
















Dokaz. Dane imejmo torej ²tiri medsebojno tangentne kroºnice K1, K2, K3 in K4.
Denirajmo zopet K ′1 kot tako kroºnico, ki poteka £ez tri tangentne to£ke kroºnic






i pa ozna£imo njihove
ukrivljenosti. Za i ̸= j ∈ {1, 2, 3, 4}, naj bo Sij sfera, tangentna na kompleksno
ravnino v to£ki zij, ki je podana kot prese£i²£e kroºnic Ki in Kj, z ukrivljenostjo
cij := ki + kj. Po lemi 4.4 so sfere {Sij; 1 ≤ 1 < j ≤ 4} medsebojno tangentne.
Podobno naj bo S ′ij sfera, tangentna na kompleksno ravnino v to£ki z
′
ij, podani kot
presek kroºnic K ′i in K
′






j. e {i, j,m, n} = {1, 2, 3, 4},
potem velja Sij = S ′mn in posledi£no cij = c
′
















ij = (km + kn)zmn = kmzm + knzn.










ij. Veljata torej zvezi:
Cij = wi + wj,






Ker jeK ′4 kroºnica, v£rtana v trikotnik z ogli²£i, ki so enaka sredi²£em kroºnicK1, K2
in K3, torej pravokotna na vse tri kroºnice, iz leme 4.4 sledi:
w′4 = σ
√
w1w2 + w1w3 + w2w3,
kjer je σ enaka 1 ali −1. Sledi:
2(w1 + w2 + w3 − w4) = C12 + C34 + C12 + C13 + C23 − C14 − C24 − C34








14 − C ′23 − C ′13 − C ′12



















− w′2 − w′3 − w′1 − w′3 − w′1 − w′2
= 4w′4 = σ4
√
w1w2 + w1w3 + w2w3.
Iz zgornjega sledi:
w4 = w1 + w2 + w3 + 2σ
√
w1w2 + w1w3 + w2w3,
kar je ekvivalentno ena£bi v izreku.
Za zaklju£ek si oglejmo ²e demonstracijo uporabe Descartesovega izreka na spod-
njem primeru.
Primer 4.6. Naj bodo K1, K2, K3 kroºnice s polmeri r1 = 2, r2 = 2 in r3 = 3.
Sredi²£e Z1 naj predstavlja kompleksno ²tevilo z1 = −2, sredi²£e Z2 naj pred-
stavlja kompleksno ²tevilo z2 = 4, sredi²£e Z3 pa naj predstavlja kompleksno ²tevilo
z3 = i
√
21. Enostaven ra£un potrdi, da so te tri kroºnice so medsebojno tangnentne,
mi pa ºelimo najti lego in polmer £etrte kroºnice, ki bo tangentna na ostale. Ukrivl-
jenosti danih treh kroºnic so enake k1 = 12 , k2 =
1
2
in k3 = 13 . Uporabimo osnovni




















































Sedaj uporabimo kompleksni Descartesov izrek in izra£unamo ²e sredi²£e £etrte
kroºnice. Ozna£imo kot v dokazu izreka wi = kizi. Tako dobimo:






Sedaj uporabimo ena£bo iz izreka 4.5 in dobimo:












Slika 39: Dve re²itvi za £etrto tangentno kroºnico
in iz tega kvadratno ena£bo za w4:
9w24 − 6i
√
21w4 + 15 = 0.






































Obe kroºnici sta prikazani na zgornji sliki, opazimo pa, da gre enkrat za kroºnico,
ki je na dane kroºnice tangentna iz notranje strani, drugi£ pa iz zunanje strani.
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5 Zaklju£ek
Matematike si brez kompleksnih ²tevil danes prakti£no ne moremo predstavljati, saj
jih na tak ali druga£en na£in uporabljajo skoraj vse matemati£ne panoge. Povezavi
med kompleksnimi ²tevili in geometrijo pa se v splo²nih in strokovnih gimnazijah ne
posveti veliko £asa. V svoji magistrski nalogi sem ºelela demonstrirati, da so kom-
pleksna ²tevila uporabna tudi pri obravnavanju problemov evklidske geometrije. Z
uporabo kompleksnih ²tevil lahko najdemo enostavnej²e dokaze za marsikateri ge-
ometrijski problem, zaradi svojih zna£ilnosti pa so ²e posebej uporabna pri dokazih,
kjer se ukvarjamo s kroºnicami in pravilnimi mnogokotniki. To dejstvo je v nalogi
podkrepljeno s celo paleto izrekov in nalog v poglavjih 2 in 3. e ve£, novej²i rezultat
iz zadnjega poglavja (kompleksni Descartesov izrek) nakazuje, da je raba komplek-
sne aritmetike v klasi£ni geometriji ²e vedno ºiva in, da je tovrstne metode mo£
zaslediti tudi v sodobnih raziskovalnih £lankih.
Nazadnje naj ²e enkrat poudarim, da lahko primeri in rezultati v mojem delu
sluºijo kot nadgradnja osnovnega kurikuluma splo²nih in strokovnih gimnazij. To se
v dolo£eni meri ºe dogaja preko mednarodnih matemati£nih olimpijad in drugih
tekmovanj, katerih stalnica so tudi geometrijske naloge, ki od tekmovalcev ter-
jajo uporabo kompleksnih ²tevil. Kakorkoli, osebno menim, da je mogo£e nekatere
povezave med kompleksnimi ²tevili in geometrijo obravnavati tudi na manj tek-
movalnem nivoju. Na primer, v obliki kroºka ali raziskovalne naloge. V tem duhu
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